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Integrais Improprias

Integrais com limites de integracéo infinitos
Seja f uma funcgdo continua e ndo negativa em um intervalo infinito [a, o) e lim f(x) = 0.
X—00

Se b > a, entdo a area A(b) sob o grafico de f de a até b, conforme Figura 1, € dada por:

Lbf(x)dx
Ay

b
A(b) =f f(x)dx

a Figura 1 b X

Se lim A(b) existir, entdo o limite pode ser interpretado como a area da regido sob o gréafico
X—00

de f, acima do eixo x e a direita de x = a, conforme ilustrado na Figura 2. Usa-se o simbolo

ﬁ :} = (x) dx o
J f(x)dx

T a Figura 2 b— x X

Para denotar este nimero. Se lim A(b) = oo, ndo podemos atribuir uma area a esta regido

X—00

(ilimitada).
A parte (i) da proxima definicdo generaliza as observacGes precedentes para o caso em que f

pode ser negativa para algum x em [a, o).
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Definigdo 01
Integrais com limites infinitos de integracdo sdo integrais improprias do tipo |
(i) Se f é continua em [a, =), entdo

j:of(x)dx = gl_r)glo Jabf(x)dx

Desde que o limite exista.

(ii) Se f é continua em (—oo, b], entdo

j_:f(x)dx — al_i)rfloo Ja”f(x)dx

Desde que o limite exista.

(iii) Se f é continua em (—oo, ), entdo

f_zof(x)dx = j_:of(x)dx + j:oof(x)dx

Onde ¢ é um constante real qualquer. Desde que as integrais improprias a direita seja

convergentes.

Se uma das integrais a direita em (iii) diverge, diz-se entdo que fj;o f(x)dx diverge.

Se f(x) = 0 para todo x, entdo o limite na defini¢do (ii) pode ser encarado como a area sobre

o gréafico de f, acima do eixo x e & esquerda de x = a (veja figura 3)

b
fﬂnw by
y = f(x)

a — —o Figura3 b

As expressdes na Definigdo 01 sdo integrais improprias. Elas diferem das integrais definidas
pelo fato de um dos limites de integracdo ndo ser um namero real. Diz-se que uma integral
imprépria converge se o limite existe; o limite é entdo o valor da integral impropria. Se o

limite ndo existe, a integral diverge.
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Integrais com assintotas verticais

Outro tipo de integral impropria surge quando o integrando tem iy
uma assintota vertical — uma descontinuidade infinita — em um J A

limite de integragdo ou em algum ponto entre os limites de

integracdo. Suponhamos, por exemplo, que f € ndo negativa no

intervalo semiaberto [a, b) e que ,}lr?—f(x) =o.Sea<t<hbh, ‘ )
entdo a area A(t) sob o gréfico de a até t (Figura 4) € 7 //'('

t
A(t) = j f(x)dx

Se lirl? A(t) existe, entdo o limite pode ser interpretado com a area da regido ilimitada sob o
X—>b~

grafico de f, acima do eixo x, e entre x = a e x = b (Figura 5). Denotaremos este nimero

por

J: /’f (x) dx

’ \\ J ’ f(x)dx

Q

>

a t Figura5 b X

Para 0 caso em que temos lim+f(x) = oo, e definimos f;f(x)dx como o limite de
x—a

. b
xll)r}]}+ J, fG)dx.

Definicéo 02
Integrais de fungdes que se tornam infinitas em um ponto dentro do intervalo de integragéo

séo integrais improprias do tipo 1

(i) Se f é continua em [a, b) e descontinua em b, entdo

b t
J.f(x)dx= lim f f(x)dx
a t-b” a
Desde que o limite exista.
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(i) Se f € continua em (a, b] e descontinua em a, entdo

fabf(X)dx — tl_i,rgk f’f(x)dx

Desde que o limite exista.

(iii) Se f tem uma descontinuidade em um numero ¢ do intervalo aberto (a,b), mas é

continua em todo outro ponto de [a, b], entdo

b c b
f f(x)dx =f f(x)dx +f f(x)dx
a a c
Desde que ambas as integrais impréprias a direita sejam convergentes. Se ambas convergem,

~ 7z . . ;- b ’ .
entdo ovalo da integral impropria fa f(x)dx é asoma dos dois valores.

Exercicios

Determine se a integral converge ou diverge; se convergir ache seu valor.

a) fzoo L dx b) fzooxidx C) f_looexdx d) f_‘”oo eXdx

(x—1)2 -1

Teorema 1 — Teste de comparacao direta

Sejam f e g continuas em [a, ) com 0 < f(x) < g(x) para qualquer x > a. Entdo

1.f f(x)dx converge se f g(x)dx converge
a a

2.] f(x)dx diverge se J g(x)dx diverge
a a

Teorema 2 — Teste de comparacéo no limite

Se as fungdes positivas f e g sdo continuas em [a, ), e se

im 2% o<l <o
x=e0 g(x)
Entéo
foof(x)dxefoog(x)dx

Sao ambas convergentes ou divergentes.
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Nos exercicios 1-10, utilize a integracdo, o teste da comparacdo direta ou o teste da

comparacdo no limite para testar as integrais quanto a sua convergéncia. Se mais de um

método puder ser aplicado, use o de sua preferéncia.
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