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Introdugéo

Processos Aleatorios

@ Os processos aleatérios também séo denominados de
processos estocasticos e representam uma extenséo do
conceito de variavel aleatéria para sistemas dinamicos
(que dependem do tempo)

@ O seguinte exemplo ilustra esse conceito:

@ A temperatura ao meio dia pode ser representada por uma
variavel aleatoria

@ Para obter a fdp dessa variavel aleatéria € necessario
repetir a medida da temperatura diversas vezes no mesmo
horério

@ A temperatura em outro horario provavelmente tera uma
fdp diferente da temperatura ao meio dia



Introdugéo

Processos Aleatorios

@ A conclusao obtida a partir do exemplo precedente € que a
temperatura é uma variavel aleatdria dependente do
tempo, ou seja, um processo aleatério

@ Outros exemplos de processos aleatorios séo:

@ Atenséo na saida de um resistor
@ A pontuacdo na bolsa de valores

@ Um processo aleatorio x(t) é caracterizado por uma

familia (ensemble) de funcdes amostras



Introdugéo

Processos Aleatorio Representando a Temperatura
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Introdugéo

Processos Aleatério Representando a Saida de um
Gerador
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Introdugéo

Processos Aleatorios

@ Cada fungao amostra é representada por x(t, &), em que
& representa o dia em que a temperatura foi medida para
0 exemplo da temperatura

@ x; = X(tj) é uma variavel aleatdria representando as
amplitudes do processo aleatério no instante t;

@ X; € completamente caracterizada pela sua fdp denotada
por px; (Xi)

@ X(tj, &) representa apenas um valor obtido para o
processo aleatdrio no tempo t; para a realizacao &;



Introdugéo

Processos Aleatorios

@ Um processo aleatdrio pode ser completamente
especificado através de uma expressao analitica

@ X(t) = Acos (wct + ©), sendo © uma variavel aleatéria
uniforme na faixa (0, 27) é completamente caracterizado
por essa expressao

@ Entretanto, na maioria das vezes, as familias de funcdes
amostras s0 séo obtidas experimentalmente

@ O processo aleat6rio pode ser especificado por uma
colecao de variaveis aleatorias dependentes do tempo



Introdugéo

Processos Aleatorios

@ Se considerarmos n instantes de tempo, obtém-se n
variaveis aleatorias (Xg, X2, -+ ,Xn)

@ Essas n variaveis aleatdrias sdo completamente
caracterizadas pela sua fdp conjunta

Pxyxp-xa (X1 X2, , Xn) para todo n
@ Aintegracdo da fdp conjunta fornece as fdps de ordem
mais baixa

@ A tarefa de obtencéo da fdp conjunta é extremamente
complicada e as vezes, impossivel
@ Felizmente, para os processos aleatdrios relevantes, é
suficiente conhecer a sua média e a sua autocorrelagéo



Introdugéo

Estatisticas de um Processo

@ A média ou valor esperado de um processo aleatorio x(t)
€ uma funcao do tempo dada por

. o0
x(t) = EX()]= / Xpx (X; t)dx
—00
@ A funcao de autocorrelacéo é dada pela correlagéo entre
duas variaveis aleatorias nos instantes t; e t;: x(t1) e x(t2)
Rx(ti,t2) = x(t1)x(t2) = X1X2

o0 o0
= / / X1X2Px,x, (X1, X2; t1, t2)dX1 dX2
— 00 —00

@ A autocorrelacdo é uma média na familia de funcbes
amostras



Introdugéo

Funcao de Autocorrelacéo
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Introdugéo

Classificacdo dos Processos Aleatérios

@ Os processos aleatérios podem ser classificados como
estacionarios ou ndo estacionarios
@ Em um processo estacionario no sentido estrito, as
caracteristicas estatisticas ndo mudam com o tempo
@ px(x;t) é independente de t
@ R«(t1,t,) depende apenas da diferenca 7 =t, — t; e ndo de
t; e t, especificamente

Px(X)
Rx(tz — t1) = Rx(7) = x(t)x(t + 7)

Px(X; 1)
Ry (t1,t2)



Introdugéo

Classificacdo dos Processos Aleatérios

@ E dificil verificar se um processo aleatorio é estritamente
estacionario na pratica

@ Por essa razdo, se utiliza a definicdo de processo aleatorio
estacionario no sentido amplo

@ Um processo é estacionario no sentido amplo se:

x(t) = constante
Re(ti, ) = Rx(r) 7=t1-1t



Introdugéo

Processos Estacionarios

Mostre que o processo aleatorio x(t) = Acos (wct + ©) sendo
© uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo

(0,27) € um processo estacionar

io no sentido amplo.
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Figure 1.5 Ensemble for the random process A cos (aet + &)



Introdugéo

Processos Estacionarios

Exemplo 11.1 - Solucédo

Para calcular x(t) pela definicdo é necessério determinar
px(X,t), 0 que ndo é tdo simples. Uma maneira mais simples é
fazer:

x(t) = Acos(wct +©) = Acos (wct + ©)

Como cos (wct + ©) é uma funcéo da variavel aleatoria ©,
entao:

2w
cos (wet +©) = / cos (wct + 0)pe(0)dé
0

27

= 2/, CoS (wet +0)dd =0




Introdugéo

Processos Estacionarios

Exemplo 11.1 - Solucéo
Entdo:

x(t) = 0

Para concluir a demonstracdo, é necessario mostrar que
Rx(t1,t2) depende apenas de t, — t;

Rx(t1,t2) = A2cos(wcty; + ©)cos (wetp + 6)
A2
= 7{003 [we(tz — t1)] + cos [we(tz + 1) + 20]}

2 2

A A
= — Cos [we(t, —11)] = — COSweT




Introdugéo

Classificacdo dos Processos Aleatérios

@ Uma outra classificacdo importante para processos
aleatorios é a dos processos ergodicos

@ Um processo é ergoddico se as meédias temporais (para
uma funcdo amostra em particular) séo iguais as médias
estatisticas (tomadas sobre uma familia de funcdes
amostras)

@ Para processos ergdodicos, as seguintes relacdes séo
verificadas:

x(t) = x(t) = _lim l/T/2 x (t)dt

T/2
Re(r) = Ru(r) = x(OX(t +7) = lim —/ X (DX (t + 7)dt



Introdugéo

Classificacdo dos Processos Aleatérios

Rando Droceg.;
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Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

@ Sinais aleatdrios so sinais de poténciat € (—oo, c0)

@ A DEP de um processo aleatorio pode ser definida como a
média da DEP de uma familia de fungbes amostras

@ Para um sinal deterministico x(t), a DEP € dada por:

Sx(w) = lim Xr ()P

T—oo

@ Sendo que,



Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

@ Para um sinal aleatorio x(t), a DEP é dada por:

Sy(w) = _lim [M}

= im. % [(/TT/; X (tl)e—jwtldtl) ’ (/TT/; x(tz)e—iwtzdtg)}



Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

Sx(w) =

1 T/2 _ T/2 _
i - wt —jwt:
Tleoo T [(LT/zx(tl)eJ 1dt1) ([T/zx(tz)e j zdtz)]
1 °° try o t .
TILmOO?[( _Oox(tl)rect(—l)ewndtl) (/_oox(tz)rect(%)e—JW‘Zdtz)]
. 1
TILmOO T [/ / rect( )rect( )X (t1)x (tz)e—iwltz—t) dtldtz]
Jlim —/ / rect( rect( )X (t)x (tz)e <2 dt, dt,
Jlim ?/ / rect( rect( )Rx (t1, t)e <"t dt,

lim —/ / rect( rect( )Rx(ty — t;)e 1«2ty dt,

Tooo T



Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

@ Fazendo-se a mudanca de variaveis: t =t;, 7 =1t, — t3
@ Entdo: dtdT = | det(J)|dt;dt,

1
=Y

@ Substituindo-se, tem-se:

Sx(w)

lim =
Tooo T

lim =
T—oo

0
1

} — det(J) = 1 = dtd7 = dt;dt,

/ / rect(%)rect(H%)Rx(T)e*Wdth

_Il_ /:: Ru(r)e 1“7 (/j:o rect(

L
=

t+7
)rect(?)dt)df



Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

@ A integral entre parénteses é a convolucéo entre dois
retdngulos de largura T, sendo assim, tem-se:

Sy(w) = lim 1/00 Ry (r)e «7(T |T|)reCt<2T)d7’

Tooo T — 0o

= lim /T Ry(7)e 147(1 — |Ti|)dr

T—oo J_T
S8 .
= / Ry(7)e *7dr
—0o0
@ O resultado anterior corresponde ao teorema de

Wiener-Kintchine, que estabelece que se x(t) é um
processo estacionario no sentido amplo, entdo:

Sx(w) = FlR«(7)]



Densidade Espectral de Poténcia

Densidade Espectral de Poténcia de um Processo
Aleatorio

@ Algumas propriedades importantes podem ser verificadas
@ Para processos reais, a autocorrelacdo é uma fungéo par:

Re(t) = Rx(—7)

@ A autocorrelagdo em 7 = 0 é dada por:

Re(0) = x()x(t) = x2(t) = x2

@ A poténcia de x(t) é dada por:

Px

X2 = Ry(0) = [% / Sy(@)e7dw| |0

1 oo
> /700 Sx(w)dw



Densidade Espectral de Poténcia

Ruido Branco Passa-Baixas

Exemplo 11.2

Determinar Ry (7) e a poténcia Py para um processo aleatorio
x(t), sendo x(t) um processo de ruido branco passa-baixas
com DEP S (w) = N/2

Sylw)




Densidade Espectral de Poténcia

Ruido Branco Passa-Baixas

Exemplo 11.2 - Solucéo

Sx(w) = Mrect( “ )

2 47B
Re(T) = FH{Sx(w)} = ——Bsmc(szr) NBsinc(27B)
27B N
P, = R (0)=NBouP, = Z/%B Sdw=N\B




Densidade Espectral de Poténcia

Processo Aleatério Senoidal

Determinar a DEP e o valor médio quadratico de
x(t) = Acos (wct + ©), sendo © uma variavel aleatéria
uniformemente distribuida no intervalo (0, 27).




Densidade Espectral de Poténcia

Processo Aleatério Senoidal

Exemplo 11.3

Determinar a DEP e o valor médio quadratico de
x(t) = Acos (wct + ©), sendo © uma variavel aleatéria
uniformemente distribuida no intervalo (0, 27).

-

Exemplo 11.3 - Solucéo

Rx(T) = A?z COS wcT
A2
Sx(w) = T[é(w—i—wc)—i-é(w—wc)]

— A2

\



Densidade Espectral de Poténcia

Modulagcao AM

Exemplo 11.4

Determinar a funcdo de autocorrelacdo e a DEP do processo
aleatério modulado em AM-DSB-SC ¢(t) = m(t) cos (wct + ©),
sendo m(t) um processo aleatério estacionario no sentido
amplo e © uma variavel aleatdria uniformemente distribuida no
intervalo (0, 27) independente de m(t).




Densidade Espectral de Poténcia

Modulagcao AM

Exemplo 11.4 - Solucéo

Ro() = o(t)p(t +7)
= m(t)cos (wet + ©)M(t + 7) cos (we(t + 7) + ©)
= m(t)m(t + 7)cos (wct + ©) cos (wet + weT + O©)
= m(t)m(t + 7).cos (wct + ©) cos (wet + weT + O)

= %Rm(r) COS wcT
1
Sw(W) = Z[Sm(W+Wc)+Sm(w—wc)]
1 1——

P20 = Ry(0) = 5Rn(0) = 5mZ(t)



Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6

Dados digitais séo transmitidos usando-se um pulso base p(t),
assim como mostrado a seguir. Pulsos sucessivos estdo
separados por Ty, segundos e o k-ésimo pulso é axp(t), em
gue ax € uma variavel aleatéria. A distancia « do primeiro
pulso (k=0) a origem é uma variavel aleatéria uniformemente
distribuida no intervalo (0, Ty,). Obtenha a funcéo de
autocorrelacéo e a DEP do trem de pulso y(t) dado por:

o0

yt) = D ap(t—kTp—a)

k=—oc0




Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6

Figure 1110 Random PAM process,




Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6 - Solucéo

Ry(r) = y@{)y(t+7)

o0 o0

= Z akp(t—ka—a) Z amp(t+T—me—a)
k=—c0 m=—oo

= > ) aanp(t —kTp —a)p(t + 7 —mTy — a)

K=—0co0o M=—o0

= Z Z axamp(t — kTp —a)p(t + 7 —mTp — @)

k=—00o M=—0c0

'



Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6 - Solucéo

Fazendom =k +n

Ry(r) = :fj ij Banp(t — KTo —a)p(t 17— K T nlTo — )
- f: f:/ p(t — KTy — a)p(t + 7 — [k +n]To — a)p(a)da
_ i Z /pt—ka—a)p(t—|—T—[k+n]Tb—a)d
LR e

= Ti Z /(X> (ﬁ+7’—nTb)dﬁ



Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6 - Solucéo

Ry(r) = Z Rntp(T — NTp)

n=—o0
Sendo,
Rn = a-kak—i-n

Yp(1) = / p(t)p(t + 7)d

Pode-se mostrar que se p(t) <= P(w), entdo
Pp(7) = |P(w)|?




Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.6 - Solucéo

Sy(w) = f{Ry( 7)}

— T Z Rn|P |2 —janb

n=—oo
‘P(w)‘z i R,e —jnwTp
n=—oco

Esta expressao é similar a obtida anteriormente no capitulo 7,
exceto pela nova maneira de se calcular os coeficientes R,




Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.7

Obtenha a DEP Sy (w) para um sinal aleatorio binario polar em
que o 1 é transmitido pelo pulso p(t) mostrado abaixo e 0 0 é
transmitido por —p(t). Os bits 0 e 1 sdo igualmente provaveis e
a taxa de transmisséo é R, = 1/T,,. Considere que cada bit
transmitido é independente dos demais.

1

mi

=
.




Densidade Espectral de Poténcia

Trem de Pulso Aleatorio

Exemplo 11.7 - Solucéo

Para obter a DEP € necessario calcular os coeficientes R, e
substituir na expressao anterior

ax 1 1
ax = ZakPak 1)P(ay = 1)+ (—-1)P (ak:_l)zi_izo
Ro = a2=3 atP(a) = (1)?P(a& = 1) + (-1)?P(ax = 1) =1
k
Rn = &amn=a&.an=0 n>1

_ P@PR _ T 2(wTs
Sy(w) = T, 4smc ( 7 )




Densidade Espectral de Poténcia

Processos Aleatorios Mdultiplos

@ Seja x(t) e y(t) dois processos aleatdrios, entdo a fun¢éo
de correlacao cruzada é definida como:

ny (t17 t2) = X (tl)y (tZ)

@ x(t) e y(t) sdo conjuntamente estacionarios se cada um
deles é estacionario no sentido amplo e se:

Ryy(t1,2) = Ryy(tz —t1) = Ryy(7)

@ x(t) e y(t) s&o descorrelacionados se:

Ry (1) = x(t)y(t+71)=XYy



Densidade Espectral de Poténcia

Processos Aleatorios Mdultiplos

@ x(t) e y(t) sdo ndo-coerentes ou ortogonais se:

@ Processos ortogonais sao processos descorrelacionados
comX=0elouy =0
@ x(t) ey(t) sdo independentes se as variaveis aleatorias
X(t1) e y(t2) séo independentes
@ Processos independentes sédo descorrelacionados



Densidade Espectral de Poténcia

Processos Aleatorios Mdultiplos

@ A DEP cruzada Syy(w) € definida como
e X (@)Y1(w)
Sol) = fm =

@ Usando-se argumentos similares aos empregados
anteriormente, mostra-se que:

Ry (7) <= Sy(w)
Ry (7) = Ryx(—7) (Processos Reais)
Sy(w) = Syx(—w) (Processos Reais)



Densidade Espectral de Poténcia

Processos Aleatorios Mdultiplos

@ Se x(t) é um processo estacionario no sentido amplo e
y(t) é a saida de um sistema linear cuja entrada é x(t),

entao:
/ h(a)x(t — a)da

y(t y(t+7)
h(a X(t—ada/ h(B)x(t +7—B)dg

@ Logo,
Ry(7)

2 ¢

oo

h(a)h(B)X(t — a)x(t + 7 — B)dad3

2 g
2 g

3
33

h(a)h(B)Rx (T + o — B)dad B

')

[
[ ]
//h BX({E = a)X(t + 7 = B)dad
AL

oo



Densidade Espectral de Poténcia

Processos Aleatorios Mdultiplos

@ Entao

@ Logo, a DEP de y(t) € dada por:
Sy(w) = [H(w)P*Sx(w)

@ De modo analogo, as seguintes relacdes também podem
ser obtidas:
Sxy(w) = Sx(w)H(w)
Syx(w) Sx(w)H*(w)



Densidade Espectral de Poténcia

Soma de Processos Aleatorios

@ Se dois processos aleatdrios x(t) e y(t) séo adicionados,
resultando em z(t) = x(t) + y(t), entéo:

Re(1) = z(0)z(t +7) = Ra(7) + Ry(7) + Ry (7) + Ryx(r)
@ Se x(t) e y(t) séo descorrelacionados, entéo:
R:(7) = Rx(7)+Ry(r)+2Xy
@ Se x(t) e y(t) s&o ortogonais, entéo:

Rz(7) = Rx(7)+Ry(7)
S;(w) = Sx(w)+Sy(w)
722 = x24y2



Densidade Espectral de Poténcia

Ruido Térmico

Exemplo 11.9

O movimento aleatorio dos elétrons em um resistor R origina
uma tensdo entre os seus terminais. Esta tensdo n(t) é
conhecida como ruido térmico. A sua DEP S,(w) é
praticamente plana sobre uma extensa banda (até 1000 GHz
na temperatura ambiente) e é dada por:

Sn(w) = 2kTR (k =1,38 x 10~%)

Um resistor R na temperatura T pode ser representado por um
resistor sem ruido R em série com uma fonte de ruido branco
com DEP Sj(w). Calcule o valor RMS da tensé&o ao longo do
circuito RC mostrado a seguir.




Densidade Espectral de Poténcia

Ruido Térmico

Exemplo 11.9

a d
—a ——o
Noseless Moiscless
R R
— = oo v,
Silw) = ATR N Sulw) T o
—o —a
b b

{a} (b ic)




Densidade Espectral de Poténcia

Ruido Térmico

Exemplo 11.9 - Solucéo

A funcéo de transferéncia relacionando a saida v, com a
entrada S, (w) é dada por:

1
HW) = T7eRc

Sendo Sy(w), a DEP da saida v,, entéo:

1 2KTR
S = |———|?2kTR=—"——
o(«) T5joRe 1+ w2R2C2
2 _ 1 [ kR kT
°  2r)_.14w?R2C2 C
KT
Vo(RMS) =

C



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatorios Passa-Faixa

@ Em um processo passa-faixa, a DEP esta confinada em
uma certa banda passante

Sy (w)

i
o] e —
AR

@ Um sinal passa-faixa deterministico gpg (t) pode ser
representado em suas componentes de fase e quadratura,
ou seja:

gpr(t) = dc(t)coswet + gs(t) sin wet
= E(t)cos[wct + 9(1)]

@ Nessa expressdo, gc(t) e gs(t) séo sinais passa-baixas



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatorios Passa-Faixa

@ Analogamente, um processo aleatdrio passa-faixa x(t)
também pode ser representado na forma:
X(t) = Xc(t)coswct + Xs(t) sin wet

@ Nessa expressédo, Xc(t) e xs(t) so processos aleatorios
passa-baixas com DEP dada por:

E
_ Sx(w + we) —|—Sx(w—wc) lw| < 27B
Si(w) = Skl(w { lw| > 27B



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatorios Passa-Faixa

=P = Ty ] R 79 prpeeed
{a)
8, faw) or 8 (o)
P
—2rB [1] Tl p—

@ Pode-se observar que as areas das DEPs Sy (w), Sy, (w) e
Sy (w) séo iguais, assim:

xE(t) = xg(t) =x2(t)



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatorios Passa-Faixa

@ Pode-se mostrar que:
Xe(DXs(t) = Rx(0)=0
® Se Sy (w) € simétrica em torno de w¢ € —w, entéo:
Ruex (1) = 0

@ Arepresentacdo em fase e quadratura ndo € Unica, pois
diferentes frequéncias centrais geram representacdes

diferentes
Soto)
W J Fh&ﬂ‘:w'a‘
=5~ ] ’ C
]

(@]




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Ruido Branco Passa-Faixa

Exemplo 11.11

A DEP do ruido branco passa-faixa n(t) € mostrada na figura
abaixo. Represente este processo em termos das suas
componentes de fase e quadratura. Obtenha as expressoes de

Sn.(w) € Sp,(w) e verifique que nZ(t) = n3(t) = n2(t)

fed B




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Ruido Branco Passa-Faixa

Exemplo 11.11 - Solucédo

n(t) = ne(t)coswect + ng(t)sinwet

Em que:

_ [N, |w|<27B
Sna(w) = S”C(“’)_{ 0, \w|>27r|3}

nZ(t) = n2(t) = 2A/'B

>
onN
—

(=3
N




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Ruido Branco Passa-Faixa

Exemplo 11.12

A DEP do ruido branco passa-faixa n(t) de um canal SSB
(usando a Banda Lateral Inferior) é mostrada na figura abaixo.
Represente este processo em termos das suas componentes
de fase e quadratura com frequéncia central we.




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Ruido Branco Passa-Faixa

Exemplo 11.12 - Solugéo

n(t) = ne(t)coswect + ng(t)sinwet
Em que:

Sn,(@) = Sn(e) = {

nZ(t) = n3(t) =n2(t)=NB




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ Os processos gaussianos sdo de extrema importancia nas
telecomunicacbes

@ Em um processo gaussiano, as variaveis aleatorias
X(tj) = x; s@o gaussianas

@ Um processo aleatorio passa-faixa gaussiano branco pode
ser expressado como

n(t) = nc(t)coswct + Ng(t) sinwet
B [N, |w| <27B
Sna(w) = Snc(“)_{ 0, |w|>27B }

nZ(t) = n3(t) =n2(t) = 2NB



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ Um processo aleatdrio passa-faixa gaussiano branco
também pode ser expressado na forma polar como

n(t) = E(t)cos(wct+ ©)
E(t) = y/né(t) +ng(t)
O(t) = —arctan ns(t)

ne(t)

@ As variaveis aleatorias n¢(t) e ng(t) sdo variaveis
gaussianas descorrelacionadas, com média nula e
variancia 02 = 2N'B

1
pnc(a) = pns(a): O'\/%



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ Na forma polar, a variavel aleatdria E (t) tem uma fdp de
Rayleigh e © é uniformemente distribuida no intervalo
(0,27)

E _¢

pe(E) = —e 27, o°=2NB
o



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ Outro caso de interesse € 0 processo aleatério resultante
da soma de uma sendide com o ruido passa-faixa
gaussiano branco

y(t) = Acos(wct+ )+ n(t)

@ Como n(t) pode ser representado em fase e quadratura,
tem-se:

y(t) = [A+nc(t)]cos (wet + ¢) + Ns(t) sin (wet + ¢)
E(t) cos (wct + O(t) + ¢)
ns(t)

E() = /IA+ e + né(1). (1) = —arctan 2 oo




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ A partir da representacéo fasorial mostrada a seguir,
pode-se verificar que:

n2+n2 = E2—-2AEcosO(t)+ A?
A !—]k—[_\
L=16)] \ | ;
i
@ Substituindo na fdp de Rayleigh para E(t), tem-se:
E _ (E?—2AE cos O(1)+A?)
Pee(E.0) = e 202

27wo?



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Processos Aleatério Passa-Faixa Gaussiano Branco

@ As fdps marginais sdo obtidas integrando-se pggo(E, 6)
com relagédo a E e a ©, resultando em:

E2+A2

pe(E) = 2 ( ) (fdp de Rice)
~ ;Ze’(E 3 (A> o)
Po(0) = —e 27 {1+ ~V/2m cos fe fﬁse[l Q(Acose)]}

@ |p representa a funcdo de Bessel modificada de ordem
zero, que é em geral encontrada em tabelas



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

@ Para melhorar a SNR quando o ruido esta misturado com
o sinal, pode-se atenuar ou suprimir as frequéncias em
gue o ruido é forte

@ Esse processo também causa distor¢éo no sinal

@ A distorcao induzida pode ser encarada como uma nova
componente de ruido adicionada

@ Em geral, os efeitos da supresséo do ruido compensam o
efeito da distor¢éo induzida

mit) + ﬂ[!ll H,pler) Im{JJ + m(7) + ngeln)

(a)




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

@ Denotando por Hep(w) a fungéo de transferéncia do filtro
6timo, a poténcia do sinal de distor¢gdo m.(t) é dada por:

1 oo
No = Z—W/_OOSm(w)|Hop(w)—l|2dw

@ De modo similar, a poténcia do ruido do canal na saida do
filtro é dada por:

1 o0
New = 5= [ Sale)lHop(w) Pl

@ Aqui, Sp(w) é a DEP do sinal na entrada do filtro e Sp(w) é
a DEP do ruido na entrada do filtro



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

@ Como o sinal e o ruido sdo ortogonais, pode-se admitir
gue o ruido total é dado por:

No = N+ Np
_ % _oo|: HOp(OJ) . Ssr:((:j)) ZSr(w) n Sm(Swr)(ir)](W)]dw

@ Em que S;(w) = Sm(w) + Sn(w)
@ O filtro 6timo que minimiza N, € dado por:

Sm(w) _ Sm(w)

Hoo@) = 500) = Sm(@) + 5n(@)




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

@ O filtro 6timo assim obtido é conhecido como filtro de
Wiener-Hopf
® Quando Sy (w) > Sp(w), Hop(w) = 1
@ Quando Sy (w) < Sn(w), Hop(w) tem forte atenuagéo
@ Para o filtro 6timo, a poténcia total do ruido € dada por:
1 [ Sm(w)Sn(w)

Noo = o | Sm(w) + Sn(w) ¥

@ Se a SNR na entrada do filtro é alta (acima de 20dB),
Hop(w) € praticamente ideal e Ny € dado por:

1

> Sn(w)dw

—0o0

No ~



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

Exemplo 11.13

Um processo aleatorio m(t) é misturado com um ruido branco
n(t) no canal. Dado que

2« N
Sm(w) = a2 + w2’ Sn(w) = 2
obtenha o filtro de Wiener-Hopf a fim de maximizar a SNR.
Obtenha também a poténcia do ruido na saida No.




Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

Exemplo 11.13 - Solugéo

4o
Hop(w) 4o+ N(a? + w?)
. 4o 2 4_a 2
= Nt P oaN e

Logo,

200 _
hop(t) = Bt A

(07 (07

1 [ 2«
No = — ————dw ===
2m /_oo N (B2 + w?) v B a? + (4a/N)

-



Processos Aleatérios Passa-Faixa

Filtragem Otima

Exemplo 11.13 - Solugéo

.k

al =

(a)
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