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Anélise de Fourier

Sinais

@ Um sinal representa um conjunto de informacdes ou dados

@ Sinais séo funcdes do tempo

@ Em comunicacdes, os sinais podem representar uma
tensdo ou uma corrente elétrica

@ A medida da forga de um sinal pode ser feita de duas
maneiras:
@ Energia de um sinal
@ Poténcia de um sinal



Anélise de Fourier

Energia e poténcia

@ Seja g(t) um sinal qualquer
@ A energia de g(t) representada por Eg € definida como:

& — [ lo®Pa

@ A poténcia de g(t) representada por Py € definida como:
T/2
Py — lim 3/ ig(0) Rt

-T/2

@ O valor RMS de g(t) € igual a |/Pq



Anélise de Fourier

Poténcia de sinais periodicos

@ Um sinal é periddico se para alguma constante positiva Ty,

g(t) = g(t+To) Wt

@ O menor valor de Ty € o periodo de g(t)

@ Quando g(t) é periodico, entdo Py pode ser calculada a
partir da expressao:
1

_ = 2
Po = 3, J, lo@Pa



Anélise de Fourier

Exemplos

@ Calcular a energia e a poténcia do sinal abaixo:

&(1)
A

A ; FIGURE 2.41

=T 0 T Problem 2.23



Anélise de Fourier

Exemplos

@ Calcular a energia e a poténcia do sinal abaixo:

£()

t (seconds)

FIGURE 2.48 Problem 2.45



Anélise de Fourier

Analise de Fourier

@ A analise de Fourier (séries e transformadas) é utilizada
na andlise de sinais

@ As séries de Fourier sado usadas para analisar sinais
periédicos

@ A transformada de Fourier pode ser utilizada tanto na
analise de sinais aperiddicos quanto periddicos

@ Arepresentacdo de um sinal em séries de Fourier pode
ser comparada com a representacdo de um vetor em
componentes de uma base de um espaco vetorial

@ Nas séries de Fourier, um sinal é representado como a

soma de componentes em uma base de fun¢fes
ortogonais (senos, COSSenos ou exponenciais)



Anélise de Fourier

Série Trigonométrica

@ Seja x(t) um sinal periédico com periodo Tg
@ x(t) pode ser representado em séries de Fourier como:

x(t) = ao+zan008(nwot)+bnsin(nwot)
n=1
@ Sendo,
1
ap = =— [ x(t)dt
° To J1, (®
2
an = — [ X(t)cosnwptdt
To J1,
2 .
b, = X (t) sin nwotdt

To Jt,



Anélise de Fourier

Série Trigonométrica Compacta

@ Outras representacfes podem ser obtidas para a série de
Fourier

@ A série de Fourier pode ser escrita na forma compacta
como:

x(t) = CO+ZCncos(nwot+9n)
n=1

@ Sendo os coeficientes Cy, C,, € 6, obtidos a partir de ag,
an e b, de acordo com as relacdes

Co = Qg
Cn == \/a%‘i‘b%

9, = arctan (_ab”)

n




Anélise de Fourier

Série Exponencial de Fourier

@ A partir das relagdes de Euler, pode-se obter a série
exponencial de Fourier, que é dada por:

x(t) = > Dyel™o!

nNn=—oc0
1 —jnwpt
Dh = =— [ x(t)e INwoidt
To J1,
@ Pode-se mostrar que:
. an_jbn_& ion _an‘f‘jbn_& —jOn
Dhn = > _2e eD_,= > _ze ,neN

@ Além disso, ag = Cp = Dg



Anélise de Fourier

Exemplos

@ Obter as representa¢gfes em série de Fourier para o sinal
abaixo:

g()

t (seconds)
-7 -5 -3 -110 |1 3 5

FIGURE 2.48 Problem 2.45



Anélise de Fourier

Teorema de Parseval

@ O teorema de Parseval permite calcular a poténcia de um
sinal a partir do espectro de amplitude do sinal

@ Segundo o teorema de Parseval, a poténcia de um sinal

periddico é igual a soma das poténcias das componentes
da série, ou seja:

1 oo
P« = Ci+5> Ci
n=1

o0
Px = Z |Dn|2:Dg+22|Dn|2

n=—o0 n=1

@ Este teorema é particularmente Util se avaliar o peso de
cada harmdnica em um sinal periddico qualquer



Anélise de Fourier

Transformada de Fourier

@ Para sinais aperiodicos, a representacdo em frequéncia
pode se obtida a partir das séries de Fourier no limite
TO — 00

@ Para um sinal g(t), tem-se:

° G(w) = Flg(t)] eg(t) = F[G(w)]
° g(t) < G(w)

G(w) = Oog(t)e_j“’tdt -
/—oo G(f) :/ g(t)e—i2M it

i, e - _
g(t) = Z/_OOG(“)e’ dw o0 / S




Anélise de Fourier

Amplitude e Fase do Espectro

@ G(w) é em geral uma fungdo complexa de w
® G(w) = [G(w)|e%
@ Quando g(t) é real, tem-se:

. G(w)| = |G(~w)
G(-w) = G(w>:‘{ eg(w):—eg(—w)}



Anélise de Fourier

Exemplo

@ Calcular a transformada de Fourier de
g(t)=eu(t), a>0

1 _ 1 —jarctan (w/a)
® G(w) = e = \/aer—wze

0]




Anélise de Fourier

Transformadas de algumas funcdes

@ A funcao retangular (Unit Gate) é definida como:

) L [0 XI>3
ni=) = rect(=)=< 3, x[=3
T T 1 z
, XI<3
1| reet(x) 1| rect (3)
X =
B 3 0 § -

(a) (b)



Anélise de Fourier

Transformadas de algumas funcdes

_ TSsinwt/2 sinc(ﬂ)
T v = wt /2 -7 2

@ A funcéo sinc(x) = % possui as seguintes propriedades:

@ sinc(x) = sinc(—x)

@ sinc(x) =0=sinx =0,x #0 = x = +nm;n =
{1,3,---}

@ sinc(0) =1

@ sinc(x) é uma fungdo com periodo 27 que decresce de
acordo com 1/x



Anélise de Fourier

Transformadas de algumas funcdes

@ O espectro do pulso retangular se estende até infinito
(largura de banda infinita)

@ Uma estimativa grosseira: 2z /7 rad/s ou 1/7Hz



Anélise de Fourier

Transformadas de algumas funcdes

@ Impulso no tempo

@ Impulso em frequéncia
1 < 27i(w)
@ Impulso em frequéncia deslocado

et —  276(w — wp)
e vl —  276(w 4 w)



Anélise de Fourier

Transformadas de algumas funcdes

@ Cosseno
Coswot = %(ejwot + ety
Flcoswot] = 7[d(w + wo) + d(w — wp)]
@ Seno
Sinwpt = i_(eiwot g lwot)
2)

Flsinwet] = 7j[d(w + wo) — d(w — wo)]



Anélise de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Simetria

G(w)
2mg(—w)

11




Anélise de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Scaling

g(t) < G(w)

| &

glat) — —G(%)

lal “a

@ a > 1, compressdo no tempo resulta na expansdo em
frequéncia

@ a < 1, expansdo no tempo resulta na compressdo em
frequéncia



Anélise de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Deslocamento no tempo
9(t) < G)
gt —ty) <= e “bG(w)
@ Deslocamento em frequéncia

9(t) = G()
gt = G(w - wp)

Sinal Modulado

g(t)coswpt <= %[G(w—wo)—i-G(w—l—wo)]




Anélise de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Convolucéo
o(t) +w(t) = /_mg(f)w(t—f)df

@ Convolucédo no tempo

g1(t) <= Gi(w); 02(t) <= Ga(w)
01(t) x92(t) <= Gi1(w)G2(w)

@ Convolucao em frequéncia

g1(t) < Gi(w); g2(t) <= Gz(w)
1

27TGl(w) * Ga(w)

91()92(t)



Anélise de Fourier

Propriedades da Transformada de Fourier

@ Diferenciagéo no tempo

g(t) — G(w)
dg(t) .

@ Integracdo no tempo
g(t) <~ G(w)

/_t g(r)dr — %—l—ﬂG(O)é(w)



Sistemas Lineares

Sistemas Lineares

@ Para um sistema LIT, a relacdo entre a entrada e a saida é
dada por

y(t) = g(t)=h(t)
@ No dominio da frequéncia, tem-se

Y(w) = G(wH(w)
= |Y (w)|e9y(w) _ |G(w)||H(w)|e[6g(w)+9h(w)]

@ Portanto,

Y@ = [6)IH)
by(w) = By(w) + On(w)



Sistemas Lineares

Transmissao sem Distorcéo

@ Em uma transmissdo sem distor¢do, a forma de onda de
entrada deve ser preservada

@ Toleram-se atrasos e uma alteracdo uniforme na amplitude
y(t) = kg(t—tq)
@ No dominio da frequéncia, tem-se
Y(w) = kG(w)e ¥4 - H(w) = ke @l

@ Resposta em amplitude constante - |H(w)| =k
@ Resposta em fase linear - 6, (w) = —wty



Sistemas Lineares

Transmissao sem Distorcéo

@ O atraso pode ser representado pelo negativo da
inclinacdo da resposta em fase
d oy
t = -
d(w) 4o
@ ty4(w) constante implica que todas as componentes do
sinal sédo igualmente atrasadas por ty

@ Para um sistema sem distor¢ao, tq(w) deve ser pelo
menos constante na banda de interesse



Sistemas Lineares

Exemplo

Para o circuito RC, determinar H(w), esbocar |H(w)|, 6, (w) €
tq(w). Para que a transmisséo seja sem distor¢éo, qual o
requisito da largura de banda de g(t) se a variacao tolerada na
resposta em amplitude é de 2% e de 5% no atraso? Qual é o
atraso? Encontre y(t).




Exemplo

Sistemas Lineares

1 a 1

@) = I7oRC “aije’ " RC
a
Hw)| = ——~lwka
M@l = ot
w w
Oh(w) = —arctan— ~-——;w<Ka
a a
g a1

~ —6.
dw ~Zra a 10w



Sistemas Lineares

Exemplo

6]



Sistemas Lineares

Exemplo

® ComoH(0) =1ety(0) =1/a, aregido de transmissao
sem distor¢éo é calculada como

a

H(wp)] = ———— >0,98 — wp < 203.000
\/a2 —|—w%
a 0,95
g > ) < X
tq (wo) Zia” a — wp < 229.400

@ Assim, a banda de g(t) deve ser menor que 203.000 rad/s
ou 32,31 kHz



Filtros

Filtros Ideais

@ Em muitas situacdes praticas é necessério limitar o
espectro de frequéncias de um sinal

@ Melhor aproveitamento do espectro
@ Componentes de alta frequéncia de pouca relevancia na
aplicacao considerada
@ Os filtros ideais permitem que a transmiss&o ocorra sem
distorcdo em uma determinada banda e suprimem as
frequéncias fora dessa banda
@ Os principais tipos de filtros sao:
Passa-baixas (Low-pass)
Passa-altas (High-pass)
Passa-faixas (Band-pass)
Rejeita-faixas

© © ¢ ¢



Filtros

Filtros Ideais




Filtros

Filtros Ideais

@ Os filtros ideais nao sao fisicamente realizaveis
: W .
Hw) = rect(ﬁ)e"“’td — h(t) = ?smc[W(t —tq)]

@ h(t) é ndo causal e portanto néo é fisicamente realizavel

@ Outra forma de verificar se um filtro é fisicamente
realizavel é verificar se ele atende o critério de
Paley-Wiener

[y,

oo 14 w?



Filtros

Filtros Realizaveis

@ Filtros fisicamente realizaveis podem ser obtidos
truncando-se a parte negativa de h(t), resultando em

h(t) = h(t)u(t)
@ Sety é grande, h(t) e h(t) s&o bastante préximos
@ H(w) é uma boa aproximag&o

R

0 r’f\\/ 1, F\-f,__-



Filtros

Filtros Realizaveis

@ Os filtros praticos néo realizam cortes bruscos

@ O espectro de amplitude do filtro de Butterworth se
aproxima do filtro ideal quando n — o~

| Hiay] 9
0.8

0.6
0.5
04
3
0.2
UNE S

o
gl



Filtros

Filtros de Butterworth para n = 4

Butterworth n = 4
Tdeal

()] =




Distorgao

Tipos de Distorcao

@ Os sinais quando séo transmitidos através de canais estao
frequentemente sujeitos a distor¢ao

@ Caracteristicas nao ideais dos canais
@ Os principais tipos de distor¢cdo sdo os seguintes:

Distorcéo linear

Distorcao causada por nao linearidades do canal
Distorcao causada por efeitos de multipercurso
Desvanecimento (Fading)

© © ¢ ¢



Distorgao

Distorcao Linear

® Quando as caracteristicas do canal ndo séo ideais, as
componentes de Fourier ndo sdo igualmente afetadas
@ Componentes que se cancelavam podem n&o mais se
cancelar
@ O resultado é o espalhamento ou dispersédo dos pulsos de
informacéo

278 gy

e
~
Bylw) = —wiy j“‘-..__‘
~

00




Distorgao

Distor¢cao Causada por N&o Linearidades do Canal

@ O modelo de canal linear é valido apenas para pequenos
sinais
@ Para grandes amplitudes, as caracteristicas nao lineares
nao podem ser negligenciadas

y = f(g)=ao+aig(t) +axg?(t) + - +aegh(t) +--

@ Se g(t) tem largura de banda de B Hz, entdo g*(t) tem
largura de banda de kB Hz
@ Espalhamento ou disperséo espectral
@ Nocivo para sistemas multiplexados em frequéncia (FDM)



Distorgao

Exemplo

y(t) = x(t)+ 0,001x?(t)
x(t) = 1000sinc(lOOOt)

™




Distorgao

Distorcéo Causada por Efeitos de Multipercurso

@ O sinal transmitido pode chegar no receptor através de
dois ou mais caminhos
@ A atenuacao e o atraso podem ser diferentes para cada
caminho
@ A interferéncia entre os dois sinais da origem ao
desvanecimento seletivo em frequéncia

Transmitted
signal —»——

o

(L]

=
/:{;
Bat)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de um Sinal

@ A energia de um sinal g(t) pode ser calculada no dominio
do tempo a partir da seguinte expressao

& = | lo(P
@ No dominio da frequéncia, de acordo com o teorema de
Parseval, a energia de g(t) pode ser calculada como
1 o
Eg = — IG(w)|?dw

21 J_oo



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Densidade Espectral de Energia

@ A partir da expressédo de Parseval verifica-se que a energia
pode ser obtida através da area do gréfico de |G(w)|?

@ Define-se entédo a densidade espectral de energia (DEE -
ESD em inglés) como

@ Assim, tem-se que:

_ _/ W, w)dw—/_ g (f)df

@ Para um sistema LIT em que y(t) = h(t) = g(t), entdo:

Vy(w) = [Hw)Vg(w)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Largura de Banda Essencial

@ O espectro da maioria dos sinais se estende até o infinito

@ Entretanto, como a energia € em geral finita, o espectro de
amplitude tende a zero quando w — oo

@ Pode-se entdo suprimir as componentes acima de B Hz
(27B rad/s) com pouco efeito no sinal original

@ Segundo esse critério, a largura de banda B é chamada
de largura de banda essencial

@ O critério para estimar B depende da aplicacéo
considerada

@ Faixa de frequéncia que contém 95% da energia do sinal



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Exemplo

Problema

Estime a largura de banda essencial W em rad/s do sinal
e~?u(t), a > 0, sendo que essa banda deve conter 95% da

energia do sinal.




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Exemplo

Problema

Estime a largura de banda essencial W em rad/s do sinal
e~?u(t), a > 0, sendo que essa banda deve conter 95% da

energia do sinal.

g(t) = e u(t) & Clw) =;

w+a
Eqy = / e 2t — / ———dw=—
0 oo W2+ a2 2a
1 (A |
0,95— = ———dw - W = (12,706.a)rad /s
2a 27 _w w2+ w? + a2



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de Sinais Modulados

@ Seja g(t) um sinal em banda basica limitado em banda a
B Hz (27B rad/s) com DEE igual a V4 (w)

@ Seja p(t) = g(t) cos wot um sinal modulado em amplitude,
com wg > 27B, tem-se que:

g
£
I

Flo(t)} = 316(w + wo) + 6w — <o)
V(@) = [0)P = 3/G(w + o) + Glw — wo)P
=zl el +16( - wo)P]

= 2ol +wo) + Vgl — o)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Energia de Sinais Modulados

@ Assim, a energia do sinal modulado corresponde a metade
da energia do sinal em banda basica, ou seja

(b)



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao

@ A autocorrelagdo de um sinal real g(t) é definida como

/g (t+7)dt = /gt)gt—r)

@ Mostra-se que a autocorrelacao é uma funcéo par

@ Um resultado importante relaciona a autocorrelagéo e a
DEE

Ug(r) = Vy(w) = [G(w)I?



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Exemplo

Problema

Calcule a funcédo de autocorrelagdo no tempo de
g(t) = e~®u(t), a > 0 e obtenha a partir dela a DEE de g(t)




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Exemplo

Problema

Calcule a funcédo de autocorrelagdo no tempo de
g(t) = e~2u(t), a > 0 e obtenha a partir dela a DEE de g(t)

Solucao

g(t) = e u(t); g(t—r)=eut-r)
00 i
v = [ e®et-ndt= e r>0
Yg(1) = Yg(=7) = Yg(—7) = ZiaeaT, 7<0
1

1 —a|T
Yg(r) = 23 A u:“"g(w):wziJraz




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Exemplo




Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Poténcia de um Sinal

@ A poténcia de um sinal g(t) é definida como

@ A poténcia pode ser interpretada como sendo a energia
média da verséo truncada de g(t), definida por

{ g(t),lt| <T/2 }

gr (1) 0 [t >T/2

@ Tem-se entao,

. Egr
Py, = lim ==
g Tooo T



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Densidade Espectral de Poténcia

@ Analogamente ao que foi feito para os sinais de energia,
pode-se mostrar que para um sinal de poténcia g(t)

1 />~ |G 2
oy = L[ im Sy,
27 oo T—00 T
@ Define-se entdo a Densidade Espectral de Poténcia (DEP

- PSD em inglés) de g(t) como sendo

. GT w 2
Sg(w) - Tlinoo#

@ Logo, a poténcia pode ser expressada como

1 o
o /_OO Sg(w)dw



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao de Sinais de Poténcia

@ A autocorrelacdo no tempo para um sinal de poténcia real
g(t) é definida como

1 T/2

Ro(r) = lim = / g(t)g(t + 7)dt
T—)ooT —T/2
1 T/2

= im 2 / 90t

® Rgy(7) € uma fungéo par



Energia, Poténcia e Autocorrelagéo

Autocorrelacao de Sinais de Poténcia

_ im 2 [T oy Yt (1)
Rg (T) N Tlinoo T /—oo a7 (t)gT (t * T)dt N Tlinoo T
@ Tem-se que
2
Ro(r) = lim Lﬁ“)' — Sy(w)

@ O valor médio quadratico (RMS) de g(t) é dado por

[9(t)]rms = +/Pg
@ Arelacdo entre a DEP da saida de um sistema LIT e a
DEP da entrada é dada por

Sy(w) = IH@)*Sg(w)
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