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Introducao

@ Nos sistemas analégicos, o objetivo é tentar reproduzir no receptor a
forma de onda que foi transmitida

@ Assim, nos sistemas analdgicos, o critério usado para avaliar o
desempenho € a SNR na saida do receptor

@ Nos sistemas digitais, o objetivo é reconhecer um determinado
simbolo em um conjunto de simbolos possiveis

@ Assim, o critério de desempenho passa a ser a probabilidade de erro
de simbolo (ou bit - também conhecida como bit error rate - BER)
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Deteccao Otima para Sinalizacao Polar Binaria

@ Na sinalizacdo polar, se o canal for considerado sem distor¢do, o sinal
recebido x(t) no receptor é dado por

y(t) = =£p(t)+n(t), 0<t< Ty

@ Nesta expressdo, n(t) representa o ruido introduzido pelo canal
@ O receptor deve decidir se o sinal recebido representa o bit 0 ou o bit 1

@ Uma arquitetura genérica para o receptor consiste um filtro com
funcdo de transferéncia H(f), seguido por um amostrador e um
dispositivo de limiar
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Deteccao Otima para Sinalizacao Polar Binaria
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Deteccao Otima para Sinalizacao Polar Binaria

@ Na saida do filtro, tem-se o sinal

y(t) = Fp(t) x h(t) + n(t) * h(t) = £po(t) + no(t)

Po(t) no(t)

@ A decisdo é tomada a partir do valor de y(t) em t = t,, aqui
designado por r(tm)

r(tm) = £po(tm) + no(tm)

@ Se n(t) é gaussiano com média nula, entdo ny(tm,) também é
gaussiano com média nula
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Deteccao Otima para Sinalizacao Polar Binaria

@ Definindo-se

A = po(tm)
Op = E{”O(tm)2}

@ O problema de decisdo binaria se torna equivalente ao problema de
decisdo de limiar abordado anteriormente

@ Assim, a regra de decisao é

SN T

dec{r(tm)}

{ 1, r(tm) >0
0 ,r(tm) <O
@ E a probabilidade de erro na decisio tomada é
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|
Receptor Otimo

@ P. é minimizado se p ou p? é maximizado
@ p? pode ser escrito como

CpA(tm) ST H(F)P(F)eim df 2 > |P(f)2
o= o2 [%Su(F)|H(f)|2df S/_oo Sn(f)

df

@ Aplicando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz, pode-se mostrar que
p? é maximizado se

P(_f)e—j27rftm

H(f) = k 5.(F)

@ O filtro com essa funcio de transferéncia é chamado de filtro casado
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|
Receptor Otimo

@ Se o ruido for branco, entdo S,(f) = N/2 e assim

_ <2 26
— / P(F)IPdf = =

@ Assim, a probabilidade de erro para o filtro étimo com ruido branco é

dada por
Pe = o) - a(y2%2)

@ O filtro casado para o ruido branco é entdo dado por

H(F) = % P(—F)e 2 n s h(t) = K p(tm — 1)
=
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Receptor Otimo

@ t, = T, concilia os requisitos de atraso minimo e realizibilidade do

filtro casado
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|
Receptor Otimo

@ Fazendo k' = 1, o filtro casado para o ruido branco é dado por
h(t) = p(To—t) < H(f) = P(—f)e 2T

@ O filtro casado também pode ser implementado através de um
correlator

@ Como

0 To
r(To) = / y(T)p(T)dT:/O y(7)p(T)dT

Edmar J Nascimento (Univasf) PCom November 15, 2020 10 /39



|
Receptor Otimo

@ Implementacado do filtro casado através de um correlator
p(r)

t=T,

o

y(1) = £p(1) + n(1) | (r) 07< «(T,) Threshold | Decision

device
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Na sinalizagdo bindria genérica considera-se que o bit 1 é transmitido
pelo pulso p(t), enquanto que o bit 0 por g(t)

@ Assim, o sinal recebido é

{p(t)+n(t) ,0<t<T, ,bitl

y(t) g(t) + n(t) ,0<t<Ty ,bit0

@ A saida do filtro receptor é amostrada em T, resultando em r(T})

@ A regra de decisdo consiste em comparar o valor de r(Tp) com um
limiar a,
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Admitindo-se que o ruido é gaussiano com média nula, as seguintes

equagdes sdo validas
Po( Tb)

qo(Tb)

2

On

pr|m(r|1)

pr|m(r|0)
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Se a, for o limiar étimo, ent3o

0 ,r ( Tb) < ao
m = {
1 ,r(Tp) > a0
r= Tl)
W b Threshold
o T (T, |_device | pecson: m=0 if (7)) <a,
m=1 if 1(Ty) <a,
(a)
Prim
Pp(H0) | P(ril)

| | a, | P
qo( TI)) P2o(T}y)
(b)
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Admitindo-se que os bits 0 e 1 sdo equiprovdveis, entao a
probabilidade de tomar a decisdo errada é dada por

P. =

[Q(ao - qo(Tb)) + Q(po(Tb) — do

On On

)]

N -

@ Fazendo-se P, /0a, = 0, o limiar étimo é

po(Tb) + qO(Tb)
2

o

@ E a probabilidade de erro para esse a, é

P, = Q(po(Tb)_QO(Tb)):Q(é)’ IB_PO(Tb)_qo(Tb)

20, 2 B On
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Obtendo uma equacio para 32 em fungdo das expressdes no dominio
da frequéncia para po(T5s), go(Tp) € o, € aplicando-se a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, entdo

_ [ IP() = QA
r271ax - \/—oo Sn(f) df

@ O filtro étimo é dado por

[P(=F) = Q(=F)le~r"T:
5:(7)

H(f) = k
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Se além de gaussiano, o ruido for branco, entdo
H(F) = [P(~f) — Q(-F)le "
h(t) = p(Tp—1t)—q(Tp—1t)

@ Ou seja, o filtro étimo é casado a diferenga p(t) — q(t)

@ Nesse caso,

Ty
e = 3 | IPO - QP = 5 [ lple) (o)
E, + E, — 2E, Ts
=P_@2”,%:Apmwm
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Assim, para o receptor bindrio genérico sujeito ao ruido branco
gaussiano, a probabilidade de erro de simbolo (bit) é dada por

Pe = Pp= Q(ﬂMzAX) = Q(\/E” t E23\/_ 2qu)

@ Além disso, o limiar 6timo pode ser reescrito em funcido das energias
de p(t) e g(t) como

@ Pode-se observar que para a sinalizacao polar tem-se que E, = Eg e
Epq = —Ep, resultando em a, =0, h(t) = p(Tp —t) €

P = a2
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

o Possiveis realizagdes do filtro 6timo (no dltimo caso, E, = Eg)

Decision: p(1) if «(T}) <a,
g if 1Ty <a,

:

Decision: select larger

(T, — 1) ° Mo

Decision: select larger

(©)
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Muitas vezes é conveniente expressar a probabilidade de erro em
funcdo da energia de bit - E,

@ E, representa a energia média por bit de informacgdo

@ Assim, para a sinalizacdo polar tem-se que
Ey = EP(m=1)+EP(m=0)=pE, + (1~ p)E, = E,

@ Logo, para a sinalizag¢do polar
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Limiar 6timo para sinalizacdo polar e probabilidade de erro em fungdo

de Ep/N
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Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Na sinalizagdo On-Off, E; = Epq = 0, resultando no limiar de
detecgdo a, = E,/2
@ Além disso, E, = E,/2 se os bits 0 e 1 forem equiprovaveis

@ Logo, para a sinalizacdo On-Off, a probabilidade de erro de bit é dada

por
P = a2 =0/

@ Assim, pode-se observar que para se manter a mesma P, é necessario
2 vezes mais energia por bit para On-Off que para a sinalizacdo polar
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|
Deteccao Otima para Sinalizacao Binaria Genérica

@ Na sinalizagdo ortogonal, Epq = 0, sendo a sinalizagdo On-Off um
caso particular

@ Além disso, E, = (Ep + Ep)/2 se os bits 0 e 1 forem equiprovaveis
@ Logo, a probabilidade de erro de bit é dada por

P = (/LB — (/)

p(0)

q(n)

(b)
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Deteccao Otima para Modulagdes Bindrias com Portadora

@ O formalismo obtido para uma sinalizacdo bindria genérica pode ser
usado para obter o receptor 6timo para as modula¢bes digitais com
portadora ASK, PSK e FSK

Baseband
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Deteccao Otima para Modulagdes Bindrias com Portadora

@ Na modulagdo BPSK (PSK com M = 2), transmite-se:

1 V2p/(t)cos (wet)
0 : —V2p/(t)cos(wct)
@ Se p(t) = V2p/(t) cos (wct), entdo BPSK ¢é equivalente  sinalizagdo
polar em que p(t) e —p(t) sdo transmitidos
@ Logo, a, = 0 é o limiar 6timo
@ Além disso, E, = Epr, se fc T, > 1

@ A probabilidade de erro é

P = a2 = a(/ %)
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Deteccao Otima para Modulagdes Bindrias com Portadora

@ Na modulacdo ASK bindria, transmite-se:

1 V2p/(t) cos (wet)
0 : 0
@ Se p(t) = V2p/(t) cos (wct), entdo ASK é equivalente 3 sinalizagdo
On-Off em que p(t) e g(t) = 0 sdo transmitidos
@ Logo, a, = E,/2 é o limiar étimo
o Além disso, E, = Epy, se fcTp > 1e Ep = E,/2

@ A probabilidade de erro é

P = o)
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Deteccao Otima para Modulagdes Bindrias com Portadora

@ Tanto PSK quanto ASK podem ser detectadas através de um filtro

casado

@ Além da implementacdo convencional do filtro casado, pode-se
utilizar a outra alternativa mostrada abaixo

(1) = 2p'(t) cos w, 1
4 p'(1) cos @ "0 =pTo— 1 K—>—

V2 cos w, 1

p(0) =\2p'(1) cos w,.1
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Deteccao Otima para Modulagdes Bindrias com Portadora

@ Na modulacido FSK, transmite-se:

1
0

V2p'(t) cos [we — (Aw/2)]t
V2p/(t) cos [we + (Aw/2)]t

@ O limiar 6timo é a, = 0 (pulsos com mesma energia e equiprovaveis)

@ Se p/(t) = A (pulso

Epq
Ep

Pp
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Deteccao Otima no Espaco de Sinais

@ A analise da deteccdo para sinais binarios é relativamente simples

@ Para sistemas digitais M-arios é necessario partir para uma
abordagem geométrica a fim de simplificar a andlise

@ Para uma transmissdo M-3ria com ruido de canal n(t) e saida
y(t) = pi(t)+n(t), 0<t<T, i=1---,M

@ Procura-se obter o receptor 6timo que resulta em uma probabilidade
de erro minima
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Espaco Geométrico de Sinais

@ Um conjunto de M sinais em um sistema M-4rio pode ser
representado por vetores (pontos) em um hiperespaco de n dimensdes
(n< M)

@ Um vetor x = (x1,- -+ ,x, em um espago n-dimensional pode ser
representado como uma combinagdo de n vetores unitarios

n
X = X1+t XaPn = D Xk
k=1

@ Nesse espaco vetorial, o produto interno entre dois vetores é dado por

n
<XYy> = ) Xk
k=1
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Espaco Geométrico de Sinais

@ A norma de um vetor é dada por

X = VExxs =

@ Vetores sdo ortogonais se o seu produto interno é nulo
@ Vetores s3o normais se a sua norma € unitdria

@ Uma base para o espaco vetorial de dimensdo n é formada por n
vetores linearmente independentes

@ Se os vetores de base s3o ortonormais, a base é dita ser ortonormal
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Espaco Geométrico de Sinais

@ Analogamente, um conjunto de sinais ortonormais {¢;(t)} no
intervalo t € © é definido como

<ee®> = [ awamae={] 17}

@ Se o conjunto for completo, entdo todo sinal nesse espaco pode ser
expresso como

x(t) = Zxkgok(t), te©
k

“ = / PRICEICL:
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Espaco Geométrico de Sinais

@ A partir de uma base ortonormal de sinais {¢x(t)}, o produto interno
e a energia de um sinal podem ser relacionadas com operagdes
similares em vetores

@ Sejam x(t) e y(t) dois sinais, entdo

ZX/SDI t) y Z}/_/SD_/

@ Entdo
<x(t)y(t)> = / *(Dy()dt =3 v =< x,y >
t€o P
E, = / 2(t)dt =< x,x >=||x||?
tce
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Espaco Geométrico de Sinais

@ Representacdo de 4 sinais em uma base ortonormal no intervalo

te(0,2)

@ s1(t) e s4(t) sdo ortogonais

510

17.\1(/)

8300

5@

2
0 T 0
T — 1 2=
-05 -05

ll

(a)
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Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Sinais deterministicos como aqueles vistos no exemplo anterior podem
ser representados em uma base ortonormal

@ A obtencdo desta base pode ser feita com o procedimento de
Gram-Schmidt

@ Entretanto, a obtencdo de fung¢des de base para um processo aleatério
nao é tdo evidente

@ Para que uma base {¢k(t)} possa representar um processo aleatério
x(t), é necessario que ela verifique a expansdo de Karhunen-Léeve
dada por

To
Aipi(t) = /0 Ru(t, t1).pi(t1)dt1, 0<t<T,
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Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Essa equacdo é similar a equac3o linear que define os autovalores de
uma matriz

@ Quando x(t) é um processo de ruido branco estacionario no sentido
amplo, entdo

Ri(t,t1) = %[5(1?—1‘1)
@ Assim,
Neail)) = Nele). 0<e<T,

@ Assim, qualquer conjunto completo de fun¢des de base satisfaz essa
equacdo com \; = N/2
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Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Para um sistema M-drio que pode ser representado em uma base
k(t), tem-se que

> siwkpr(t), i=1,---,M
k

@ Nesta base, o ruido branco do canal é representado como

ny(t) = anSOk(t)a 0<t< T,
k

@ Assim, quando o transmissor envia s;j(t), o sinal recebido pode ser
decomposto como

y(t) = si(t)+ nu(t) = Zsi,kwk + Z nkpk(t ZYkSDk
k
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Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Em que
T,
e = / V(E)g(E)dt = sk + e
0

@ E recebido se s;(t) for enviado

@ Assim, o sinal de saida é representado por um vetor de varidveis
aleatdrias {yx}

@ O receptor 6timo deve decidir qual sinal foi transmitido dado o vetor
{yk} recebido
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Representacao Vetorial do Ruido Branco

@ Representagdo geométrica de um processo aleatdrio (cada ponto
representa uma fung¢do amostra do processo)

!

X3

Xy —>

X1

2
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