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Processos Aleatérios

@ Os processos aleatérios também s3o denominados de processos
estocasticos e representam uma extensdo do conceito de varidvel
aleatdria para sistemas dindmicos (que dependem do tempo)

@ O seguinte exemplo ilustra esse conceito:

o A temperatura ao meio dia pode ser representada por uma variavel
aleatédria

@ Para obter a fdp dessa varidvel aleatdria é necessario repetir a medida
da temperatura diversas vezes no mesmo horario

o A temperatura em outro horario provavelmente terd uma fdp diferente
da temperatura ao meio dia
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Processos Aleatério Representando a Temperatura
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Processos Aleatérios

@ A conclusdo obtida a partir do exemplo precedente é que a
temperatura é uma varidvel aleatéria dependente do tempo, ou seja,
um processo aleatério

@ Qutros exemplos de processos aleatdrios sdo:

o A tens3do na saida de um resistor
@ A pontuacgao na bolsa de valores

@ Um processo aleatério x(t) é caracterizado por uma familia

(ensemble) de fun¢cdes amostras
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Saida de um Gerador Binario Aleatdrio
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Processos Aleatérios

@ Cada fung¢do amostra é representada por x(t,&;), em que &;
representa o dia em que a temperatura foi medida para o exemplo da
temperatura

@ x; = x(t;) é uma varidvel aleatdria representando as amplitudes do
processo aleatdrio no instante t;

@ x; é completamente caracterizada pela sua fdp denotada por py.(x;)

@ x(t;,&;) representa apenas um valor obtido para o processo aleatério
no tempo t; para a realizagdo &;
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Processos Aleatérios

@ Um processo aleatério pode ser completamente especificado através
de uma expressao analitica

@ x(t) = Acos (wct + ©), sendo © uma varidvel aleatéria uniforme na
faixa (0, 27) é completamente caracterizado por essa expressdo

@ Entretanto, na maioria das vezes, as familias de fun¢bes amostras sé
sao obtidas experimentalmente

@ O processo aleatdrio pode ser especificado por uma colecdo de
varidveis aleatérias dependentes do tempo
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Processos Aleatérios

@ Se considerarmos n instantes de tempo, obtém-se n varidveis
aleatdrias (x1, x2, -+ , Xn)
@ Essas n varidveis aleatdrias sdo completamente caracterizadas pela
sua fdp conjunta py;x,...x, (X1, X2, -+ , Xn) para todo n
@ A integracdo da fdp conjunta fornece as fdps de ordem mais baixa
@ A tarefa de obtencdo da fdp conjunta é extremamente complicada e as
vezes, impossivel
@ Felizmente, para os processos aleatdrios relevantes, é suficiente
conhecer a sua média e a sua autocorrelacio
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Estatisticas de um Processo

@ A média ou valor esperado de um processo aleatdrio x(t) é uma
funcdo do tempo dada por

X0 = Elxo)= [ " xpulxi )

—00

@ A funcdo de autocorrelacdo é dada pela correlagido entre duas
varidveis aleatdrias nos instantes t; e to: x(t1) e x(t2)

Rx(tl, t2) = X(tl)X(tg) = X1 X2
(o) o0
= / / X1X2 Py (X1, X2; t1, t2)dxydxo
— 00 —0oQ

@ A autocorrelagdo é uma média na familia de fun¢des amostras
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Funcao de Autocorrelacao
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Classificacdo dos Processos Aleatdrios

@ Os processos aleatérios podem ser classificados como estaciondrios ou
ndo estaciondrios
@ Em um processo estaciondrio no sentido estrito, as caracteristicas
estatisticas ndo mudam com o tempo
o px(x; t) é independente de t
o R.(t1, t2) depende apenas da diferenca 7 =t, —t; endo de tj e tp
especificamente

Pe(xit) = pu(x)
Ro(ti,2) = Ru(t2—t1) = Ru(7) = x(t)x(t +7)
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Classificacdo dos Processos Aleatdrios

o E dificil verificar se um processo aleatdrio é estritamente estaciondrio
na pratica

@ Por essa razdo, se utiliza a definicdo de processo aleatério
estaciondrio no sentido amplo

@ Um processo é estacionario no sentido amplo se:

x(t) = -constante
Rx(tl, t2) = RX(T) T=1%t — b

Edmar J Nascimento (Univasf) PCom November 9, 2020 12 /17



Processos Estacionarios

Exemplo 11.1

Mostre que o processo aleatdrio x(t) = Acos (wct + ©) sendo © uma
varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo (0,27) é um
processo estacionario no sentido amplo.
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Figure 1.5 Ensemble for the random process A cos (aet + &)
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Processos Estacionarios

Exemplo 11.1 - Solucdo

Para calcular x(t) pela definicdo é necessério determinar py(x,t), o que
n3o é tdo simples. Uma maneira mais simples é fazer:

x(t) = Acos(wct+ ©) = Acos(wct + O)

Como cos (wct + ©) é uma fungdo da varidvel aleatdria ©, entdo:

2
cos (wet +0©) = / cos (wet + 8)pe(0)do
0

2

= 5 5 cos (wet 4+ 60)dd =0
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Processos Estacionarios

Exemplo 11.1 - Solucdo

Ent3o:

Para concluir a demonstragdo, é necessdrio mostrar que Ry(t1,t2) depende
apenas de tp — t3

Re(t1,t2) = A2cos(wcty + ©)cos (wetr + 6)

A2

= 7{cos [we(tr — t1)] + cos [we(t2 + t1) + 20]}
A2 A2

= 5 cos [we(tr — t1)] = — cosweT
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Classificacdo dos Processos Aleatdrios

@ Uma outra classificagdo importante para processos aleatérios é a dos
processos ergddicos

@ Um processo é ergddico se as médias temporais (para uma fungdo
amostra em particular) sdo iguais as médias estatisticas (tomadas
sobre uma familia de fun¢des amostras)

@ Para processos ergddicos, as seguintes relacdes sdo verificadas:

T/2
R(1) = Rx(1)=x(t)x(t+7)= Tlinoo 1 /_T/2 x(t)x(t + 7)dt
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Classificacdo dos Processos Aleatérios
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