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Introducao

@ A andlise de vdrios fenébmenos em telecomunica¢des requer uma
abordagem probabilistica

@ O ruido é um processo aleatério

@ Um canal de comunicacdo é caracterizado por distribui¢cdes de
probabilidade condicionadas

@ E necessario revisar alguns conceitos vistos ao longo do curso
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Sinais Aleatérios

@ Do ponto de vista do receptor, os sinais de interesse pratico
aparentam ser aleatérios

@ Uma varidvel aleatéria X(A) ou simplesmente X representa uma
relacdo funcional entre um evento aleatério A e um nidmero real

@ A funcido de distribuicdo de X é definida como
Fx(x) = P(X <x)

@ Sendo P(X < x) a probabilidade de X ser menor que o ndmero real x
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Funcao de Distribuicao

@ A fungdo de distribuigdo Fx(x) tem as seguintes propriedades

0 S Fx(X) S 1
Fx(x1) < Fx(x)sex <x
Fx(—OO) = O
Fx(+OO) =1

@ Uma outra fungdo de grande importancia é a funcdo densidade de
probabilidade (fdp) da varidvel x, denotada por

de(X)

px(x) = T dx
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Funcao Densidade de Probabilidade

@ A partir da fdp é possivel calcular a probabilidade de eventos como

x1 <X <x

P(x1 <X <x) =

@ A fdp tem as seguintes propriedades

px(x)

/OO px (x)dx

—0o0
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Médias de Variaveis Aleatdrias

@ O valor esperado ou valor médio de uma varidvel aleatéria X é
definido como

mx = E{X}= / xpx (x)dx
@ O n-ésimo momento de uma varidvel aleatéria X é definido como
E{X"} = / x"px (x)dx

—00

@ Quando n = 2, o momento de segunda ordem é conhecido como valor
médio quadratico de X, ou seja

E{X?} = /OO x%px (x)dx

—00
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Médias de Variaveis Aleatdrias

@ Pode-se também definir os momentos centrais de uma varidvel
aleatéria X, bastando substituir nas expressdes anteriores x por
X — mx

@ O momento central mais importante é a variancia, definida por
(o]
var(X) = o% = E{(X —mx)?} = / (x — mx)?px(x)dx
—00

@ A relagdo entre a varidncia e o valor médio quadratico é dada por

ox = E{(X —mx)?} = E{X? —2mxX + m%}
= E{X?} —2mxE{X} + mk = E{X?} — m%
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Funcao de Distribuicao Conjunta

@ Pode-se definir a funcdo de distribuicdo e a funcdo densidade de
probabilidade para mais de uma varidvel aleatdria

@ Consideram-se n varidveis aleatérias denotadas por X;,i =1,--- ,n

@ A funcdo de distribuicdo conjunta é definida como

F(X]_,“‘,Xn) = P(X1§X17X2§X2)”'7Xngxn)

@ Sendo a fdp conjunta dada por

p(Xla"' 7Xn) = fF(le" 7Xn)
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Funcao de Distribuicao Conjunta

@ A partir da fdp conjunta pode-se obter a distribuicdo de uma varidvel
aleatéria X; integrando-se a fdp conjunta em relagdo as demais

p(x1) / / Pl s xa)dbir
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N
Probabilidade Condicional

@ Considerando-se um experimento conjunto que ocorre com
probabilidade P(A, B)

@ Admitindo-se que o evento B ocorreu, a probabilidade condicional do
evento A dado B é dada por

P(AB) = , P(B)>0

@ De modo similar, a probabilidade do evento B dado A é dada por

P(BIA) = Pl(f(‘;\‘)g), P(A) > 0

Edmar J Nascimento (Univasf) PCom November 9, 2020 10 /24



N
Probabilidade Condicional

@ Verifica-se que:

P(A, B)
ANB=g

ACB

BCA
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-
Regra de Bayes

@ Seja A;,i =1,2,--- ,n um conjunto de eventos mutuamente
exclusivos com (Ji_; Ai = Q e B um evento arbitrdrio

® A regra de Bayes é definida como

P(Ai|B) =

P(Ai,B) — P(BJA)P(A)
P(B) — >j_i P(BIA)P(A)

@ Em telecomunicag¢des tem-se:

¢ A; - Mensagem transmitida

s P(A;) - Probabilidade a priori de A;

@ B - Mensagem recebida

s P(A;|B) Probabilidade a posteriori de A; dado que B foi recebido
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Independéncia Estatistica

@ Considerando-se dois eventos A e B, se A n3o depende de B ent3o:
P(AIB) = P(A)= P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B)

@ Resultados similares podem ser obtidos para varidveis aleatérias em
termos da funcdo de distribuicdo e da funcido densidade de
probabilidade

p(X17X2)
bale) p(x2)
P(X17”’ 7Xn) — P(X17”’ 7Xk‘xk+17"' aXn)P(Xk—l—lu"' 7Xn)

Edmar J Nascimento (Univasf) PCom November 9, 2020 13 /24



Independéncia Estatistica

@ Assim, se n variaveis aleatérias s3o independentes ent3o:

F(xi,x2, - ,xn) = F(x)F(x2)--- F(xn)
p(x1, %2, s Xn) p(x1)p(x2) - - - p(xn)
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Variavel Aleatéria Gaussiana

@ Uma variavel aleatdria gaussiana possui densidade de probabilidade
dada por

1 2 /9,2
_ —(x—m)? /20
= e
px(x) oV 2T

o Os pardmetros desta distribui¢do sdo m (média) e o2 (varidncia)

@ A funcdo de distribuicdo acumulada é dada por

—(X m)? /252 dx

Fx(x) = P(X<x)= a\/ﬂ
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Variavel Aleatéria Gaussiana

@ Os valores de Fx(x) podem ser obtidos em tabelas através do
seguinte procedimento

@ Fazendo-se z = (x — m) /o, tem-se

1 (x=m)/c
Fx(x) = P(X<x)= —/ e ' /2dz
27 J—co
@ Definindo-se a fun¢do Q(.) como
1 & 2
Q £ —/ e X 2dx
() Nz )
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Variavel Aleatéria Gaussiana

@ Tem-se que

Fx(x) = 1— Q(X_m)

g

@ Assim, para uma varidvel aleatéria gaussiana com média m e
varidncia o2, tem-se que

PX<x) = 1- (X_m)

P(X >x) = Q(
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Variavel Aleatéria Gaussiana

0399 —>,

Edmar J Nascimento nivasf) PCom November 9, 2020 18 /24



Variavel Aleatéria Gaussiana

Exemplo 8.16

Considere um canal bindrio em que os bits 0 e 1 s3o transmitidos com
sinalizagdo polar. A amplitude de pico do pulso positivo € A, e o ruido
adicionado ao canal pode ser descrito por uma varidvel aleatéria gaussiana
n com média nula e varidncia o,. Considere que a tomada de decisdo é
realizada no instante da amplitude maxima do pulso. Calcule a
probabilidade de erro para este canal.
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Exemplo 8.16

@

P

© Signal with noise

(b)

Aptn>
, (Detection error)

T

A, +n<0
(Corect detection)

Y

,,
(Correct detection)
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|
Exemplo 8.16

@ Como n é gaussiana com média nula e varidncia 02, a sua fdp é dada
por:

n) = ——e 29
p(n) P

@ Sendo A, a amplitude do pulso positivo (1) e —A, a amplitude do
pulso negativo (0) no instante de amostragem
o Um erro ocorre se ao transmitir o bit 0, a amostra obtida
—Ap+n>0, ouseja, n> A,
@ Um erro ocorre se ao transmitir o bit 1, a amostra obtida A, + n <0,
ou seja, n < —A,
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Exemplo 8.16

@ Sendo € o evento erro de deteccio, ent3o:

P(l0) = P(n>A,)
P(ell) = P(n<—A)

@ Assim, se n possui distribuicdo gaussiana, tem-se:

1 © _ 1 [ 2
P(e|l0) = e 2C’ﬁdn:—/ e~ 7 dx
(<10) onV2T JA, V21 JA,)on
_ Q(ﬁ)
On
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|
Exemplo 8.16

@ Analogamente, P(e|1) é calculado como:

P(el1 L[ e L [Ty
€ = e %idn = — e 2dx
(€l1) oV 2T /_oo V2 /—oo
1 /°° <2 A
= _ e_ 2 dX = Q(—p)
V21 JAy)on On

@ Logo, a probabilidade de erro P(¢) é dada por:

P(e) = Z P(e, m;) = Z P(m;)P(e|m;)
_ Zp(m,-)o(ﬁ—'n’):o(ﬁ—'n’)
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Variavel Aleatéria Gaussiana

@ Varidveis aleatérias gaussianas possuem propriedades que justificam a
sua importancia nas comunicacoes

@ A soma de variadveis gaussianas independentes é gaussiana

¢ A saida de um filtro linear cuja entrada é gaussiana é uma variavel
aleatéria gaussiana

o Pelo teorema do limite central, a soma de um ndmero infinito de
varidveis aleatdrias independentes resulta em uma varidvel aleatdria
gaussiana
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